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Algebras e grupos

Algebras e grupos sdo das estruturas mais basicas da Matemidtica e
também as que mais se relacionam com as nossas ac¢des no mundo
natural. Exemplos: Rotacdes, translacdes, mudancas de coordenadas, etc.

Algebra (A, +, X) Grupo (G, e,1,inv)

Algebra de Lie

AxA— A — XeAYeA= X, Y] €A
(X, Y] = =Y. X]; X Y.zl =X Y] 21+ Y. [X. Z]]

Grupo de Lie
O espaco do grupo é também uma variedade diferenciavel
Translacdo (a esquerda) e mapa diferencial (g,x € G)

Lg (x) = gx (Lg)i 1 T (G) = Tex (G)

Campos vectoriais invariantes a esquerda (Lg); (X (x)) = X (gx) formam
uma algebra de Lie

Inversamente o mapa exponencial Exp (A) =1+ A+ ATQ + é—? +--- de
um elemento da algebra de Lie € um elemento dum grupo de Lie

R. Vilela Mendes http://label2.ist.utl.pt/vilelDeformagdes algébricas ou a Matem4atica com Vila Real, Outubro 2018 2/28



A variedade algébrica das algebras de Lie

Dada uma base
{Xi;i=1---N}emA

RNZ(N-l)/Z

[Xi, Xj] = ifju Xk (soma em k)

fix = constantes de
estrutura com fj = —fj e
fiim fixt + fiim feit + fum fjj = 0
Anti-simetria e a identidade
de Jacobi implicam que as
algebras de Lie de dimensdo N

sdo uma variedade algébrica
[N em RNV’ (N-1)/2
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Deformacdes das algebras de Lie

Uma mudanca linear de coordenadas em A n3o altera a algebra. Gera uma
6rbita de GL(N,R) em LV,

Xi=MX;  fy=MaMp (M), fasc

Para M; = 1+ tQ temos o novo producto da algebra isomorfa
M [MeX, Me Yo = [X, Yo+t (X, QYo — [V, @X]g — Q[X, Y]g) +- -

O termo de deformacdo € uma 2-cofronteira.
Por outro lado para uma deformac3o arbitraria

X Y] = XYl X (6 )7

anti-simetria e a identidade de Jacobi implicam ¢ (X, Y) = —¢, (Y, X)
X,y (Y. 2)] = [V, 9, (Y. 2)] + (2., (X, Y]~y ([X, Y], 2) +

Y, ([X.Z],Y) =9, ([Y.Z] . X) =0 = ¢, (X,Y) & um 2-cociclo.
Portanto a estabilidade (rigidez) duma algebra estd associada as
propriedades da sua cohomologia de Chevalley.
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Cohomologia (Chevalley) da algebra de Lie

@ p-cocadeia: Mapa antisimétrico
IIJP(Xl,Xz,"- ,Xp)ZAXAX---XA—>A

o Operador cofronteira:
P, (Xo, X1, -+, Xp) =
2o (=) X, (X X %) |+
Z,—<5 (_1)r+5¢p ([Xr:Xs] L ,Yr. .. ,Z' e rXp)
° a¢p é uma p+1-cocadeia e 9> = 0
@ p-cociclo: alpp = 0. Espaco dos p-cociclos = Z°
o p-cofronteira Y, = 847p71. Espaco das cofronteiras = BP
Porque 9% = 0, uma cofronteira é necessariamente um cociclo.

@ Grupos de cohomologia: H? = ZP /BP.
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Deformacdes e cohomologia das algebras de Lie

Portanto a identidade de Jacobi aplicada a deformacado ¢,
Xy (Y. 2 =Yy (V. )]+ [Z 9, (X Y)] =9, (X, Y], Z) +
Y, ([X.Z],Y) =9, ([Y.Z],X) =0 & simplesmente

dp; =0

e a deformacdo infinitesimal entre algebras isomorfas
t([X. QY] — [V, @X], — Q[X, Y],) ¢

toQ

sendo @ uma l-cocadeia.

Resumindo:

O cone tangente a LN na algebra A € LV, coincide com Z? (os 2-cociclos
de A) e o subespaco relativo a algebras isomorfas é B2, (cociclos que s3o
cofronteiras).

Se todos os cociclos forem cofronteiras (H2 = 0) a algebra é rigida
(estavel). E uma condigdo suficiente, mas ndo necessaria. H? pode ser nio
trivial mas apesar disso a algebra ser estavel. Depende da natureza de H3.

R. Vilela Mendes http://label2.ist.utl.pt/vilelDeformagdes algébricas ou a Matem4atica com Vila Real, Outubro 2018 6 /28



Algebras e modelos fisicos

@ Um modelo baseado numa algebra instdvel ndo é robusto. As
constantes dos modelos sdo parametros experimentais que nunca sdo
conhecidos com total precis3o.

@ Numa algebra instdvel uma pequena alteragcdo nos parametros
(constantes de estrutura) pode conduzir a resultados qualitativamente
muito diferentes.

@ A procura das teorias naturais através da estabilizacdo de estruturas
instdveis pode ser formulada como um principio, o principio das
teorias fisicas estdveis

- Deformations, stable theories and fundamental constants, J. Phys. A.
Math. Gen. 27 (1994) 8091-8104.

- The Stability of Physical Theories Principle, em "The Algebraic Way.
Space, Time and Quantum Beyond Peaceful Coexistence" I. Licata (Ed.),
Imperial College Press 2016."
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As esperancas do transhumanismo

O transhumanismo é um movimento que visa aumentar as capacidades
intelectuais e fisicas dos humanos.

Duas abordagens na vertente intelectual:

Primeira: Expansao do cérebro por reconversao da glia em
neurénios ou integracao da electrénica no cérebro.

- Turning Reactive Glia into Functional Neurons in the Brain, J. Lu et al.,
Cell Stem Cell. 14 (2014) 133-134.

- Direct Reprogramming of Resident NG2 Glia into Neurons with
Properties of Fast-Spiking Parvalbumin-Containing Interneurons, Stem Cell
Reports 9 (2017) 742-751.

- A multidisciplinary approach to study the functional properties of
neuron-like cell models constituting a living bio-hybrid system, S. Caponi
et al., AIP Advances 6 (2016) 111303.

De grande interesse para reparacdo de lesGes cerebrais, porém ndo é claro
que aumentar o tamanho do cérebro altere qualitativamente as suas
propriedades.
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As esperancas do transhumanismo

Segunda abordagem: Expansdo da consciéncia pelo uso de drogas
O
&

L PS> Aa

Increased spontaneous MEG signal diversity for psychoactive doses of
ketamine, LSD and psilocybin, M. Schartner et al.,
nature/scientificreports/7:46421.

Os efeitos mais importantes sdo em zonas do cérebro importantes para a
percep¢do, e ndo nas zonas associadas a linguagem ou ao movimento.
Sugerido para tratamento para certos estados como a depressio. E apenas
um aumento quantitativo da nossa maquina de processamento da
informacdo que nos chega através dos sentidos. Mais do mesmot

PSIL

i’fﬁ%
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Os sentidos e a visio do mundo

Uma droga mais poderosa é a matemdtica que, como veremos, nos
permite ir além dos sentidos.

No¢des sobre o mundo fisico que segundo a nossa percepg¢do sensorial
parecem correctas:

@ O correr do tempo n3o depende da velocidade. O relégio no comboio
anda ao mesmo ritmo que o da estacio.
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Os sentidos e a visio do mundo

Uma droga mais poderosa é a matemdtica que, como veremos, nos
permite ir além dos sentidos.

No¢des sobre o mundo fisico que segundo a nossa percepg¢do sensorial
parecem correctas:

@ O correr do tempo n3o depende da velocidade. O relégio no comboio
anda ao mesmo ritmo que o da estacio.

@ Todas as observaveis sdo compativeis. Faz sentido dizer que o

automovel de massa m passou no semdforo (posicdo x) com
velocidade exactamente v.
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Os sentidos e a visio do mundo
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permite ir além dos sentidos.

No¢des sobre o mundo fisico que segundo a nossa percepg¢do sensorial
parecem correctas:

@ O correr do tempo n3o depende da velocidade. O relégio no comboio
anda ao mesmo ritmo que o da estacio.

@ Todas as observaveis sdo compativeis. Faz sentido dizer que o
automovel de massa m passou no semdforo (posicdo x) com
velocidade exactamente v.

© Tempo e espaco sdo compativeis. Faz sentido dizer que estou aqui
(posicdo exactamente x) agora (tempo exactamente t).

R. Vilela Mendes http://label2.ist.utl.pt/vilelDeformagdes algébricas ou a Matem4atica com Vila Real, Outubro 2018 10



Os sentidos e a visio do mundo

Uma droga mais poderosa é a matemdtica que, como veremos, nos
permite ir além dos sentidos.

No¢des sobre o mundo fisico que segundo a nossa percepg¢do sensorial
parecem correctas:

@ O correr do tempo n3o depende da velocidade. O relégio no comboio
anda ao mesmo ritmo que o da estacio.

@ Todas as observaveis sdo compativeis. Faz sentido dizer que o
automovel de massa m passou no semdforo (posicdo x) com
velocidade exactamente v.

© Tempo e espaco sdo compativeis. Faz sentido dizer que estou aqui
(posicdo exactamente x) agora (tempo exactamente t).

@ Os nimeros reais definem as extensbes do espaco e do tempo.
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Os sentidos e a visio do mundo

@ Sabemos hoje que 1. (independéncia de tempo e velocidade) e 2.
(compatibilidade de todas as observaveis) ndo sdo no¢des correctas.
A ser verdade 1. o GPS n3o funcionaria. A ser verdade 2. quase nada
da moderna tecnologia existiria.
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(compatibilidade de todas as observaveis) ndo sdo no¢des correctas.
A ser verdade 1. o GPS n3o funcionaria. A ser verdade 2. quase nada
da moderna tecnologia existiria.

@ 3. (compatibilidade das coordenadas do espago-tempo) e 4. (espago e
tempo parametrizados pelos reais) o futuro o dira.
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Os sentidos e a visio do mundo

@ Sabemos hoje que 1. (independéncia de tempo e velocidade) e 2.
(compatibilidade de todas as observaveis) ndo sdo no¢des correctas.
A ser verdade 1. o GPS n3o funcionaria. A ser verdade 2. quase nada
da moderna tecnologia existiria.

@ 3. (compatibilidade das coordenadas do espago-tempo) e 4. (espago e
tempo parametrizados pelos reais) o futuro o dira.

@ O que os nossos sentidos parecem dizer, a matemdtica mostra que o
que seria estranho é que 1. e 2. fossem verdade. A matemdtica
desmente os sentidos e assim funciona como um amplificador da
nossa percepcdo da realidade.
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1. Tempo, espaco e velocidade

Classicamente as transformacdes de coordenadas entre dois referenciais em
movimento relativo com velocidade constante v sdo

X' = x—vt

t t
Transformacoes de Galileu.
A algebra de Galileu, associada a estas transformacdes é

i 4] = ek
Ui Kl = iejiKi
[Ki.Kj] = 0

em que J; e K; sdo respectivamente os geradores das rotacGes e das
transformacdes de velocidade. Esta algebra é instavel tendo um 2-cociclo
ndo trivial. Ndo é uma 2-cofronteira

P (Ki, Kj) = i€
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1. Tempo, espaco e velocidade

Esta algebra é deformada para a algebra de Lorentz, que sendo
semisimples é estavel.

Ui, Ji] = ek
[Ji Kj| = ieKi
[Ki K] = —izeind

a que correspondem as transformacoes de Lorentz:
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1. Tempo, espaco e velocidade

A mecianica ndo-relativista é um ponto isolado (% = 0). Portanto aquilo
que 0s nossos sentidos parecem intuir é patolégico em relacdo a ordem
natural das coisas. Uma Natureza em que % fosse zero era bastante
improvdvel. A matemdtica extende a nossa compreens3o para além dos
sentidos. As consequéncias sdo muitas: o GPS, os raios césmicos que nos
atravessam, etc. A Fisica de Galileu vive a beira do abismo. Logo que %
deixa de ser zero, a Fisica é relativista e completamente diferente

L

1/c
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1. Tempo, espaco e velocidade

Tempo e espaco estdo ligados e o tempo depende da velocidade. E o que

a matemdtica nos diz que é natural. As consequéncias ndo s3o paradoxos.
O contrdrio é que o seria
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2. O mundo quéntico

@ O espaco de fases da mecanica cldssica € uma variedade simplética
W = (T*M,w) em que T*M & o fibrado cotangente sobre o espaco
de configuracdo M e w é uma forma simplética. Em coordenadas
locais (Darboux) (pi, gi)

dszdp;/\dq;

O paréntesis de Poisson induz uma estrutura de algebra de Lie nas
funcdes C* em W,

of dg of dg
f =y _=_T_"°5
tfe}= Z,:aq, op; dp, dq;
@ Seja T*M = R?". Ento,
w = Z (U,'jdXi ANdx¥ = Z dx’ A dx' "
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2. O mundo quéntico

o Consideremos o seguinte operador bidiferencial
P'(f.g) = Z W' w3y -3, (F)0), - 9, (8)

J1 Jr

Pl(f,g) é o paréntesis de Poisson. P3(f,g) é um 2—cociclo nio
trivial que implica a instabilidade da algebra de Poisson e existéncia
de deformacdes finitas (a menos que existam obstrucdes em H3).

@ DeformacGes estabilizadoras foram obtidas em condi¢des muito gerais
e, em particular, se W for the dimens3o finita sdo equivalentes ao
paréntesis de Moyal

2 h 3
[f.glu = 2 sin(5P)(f.g) = {f. g} — 473'P (f.g)+
Pode também definir-se [f,gly = % (Fxng —g=nf) com fxyg

um producto—sx* associativo

h
fxng =exp izP(f,g)
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2. O mundo quéntico

o A algebra deformada de Moyal é equivalente 3 mecéanica quantica em
espaco de Hilbert através da correspondéncia de Weyl.

e Seja f(p, g) uma fungdo no espaco de fase e f a sua transformada de

Fourier. Entdo associa-se a funcdo f o seguinte operador no espaco
de Hilbert

QO(f) = /?(Xi,yi)ef%zx"Q"ﬂ’P" dx;dy;

emque QY =xp e Pp=—ih aix,-lp . Entdo

[Q(F), O(g)] = — iMmQ([f glm)

em que do lado esquerdo estd o comutador usual de operadores no
espaco de Hilbert e do lado direito o paréntesis de Moyal.

@ O mundo quantico que corresponde a estabilizacdo da algebra de
Poisson instdvel, pode ser descrita ou por operadores em espaco de
Hilbert ou por uma algebra deformada no espaco de fase.
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2. O mundo quéntico

Outro modo de olhar para a instabilidade da mecanica cldssica é examinar

a algebra das posi¢cdes e dos momentos (ou velocidades)

As grandezas (observaveis) que caracterizam o movimento dos corpos sdo
—

mo V'

I— — L.
a posicdo x e 0o momento p = No caso classico

[P X]=0

isto é posicdo e momento sdo observaveis compativeis. A passagem para a
teoria quantica corresponde a

[pi, xj] = id;h

em que h = % h a constante de Planck. A estrutura da teoria seria

qualitativamente a mesma para qualquer valor ndo-nulo de h. Portanto a
teoria cldssica é também um ponto isolado & = 0 (instdvel para qualquer

pequena deformacido).
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2. O mundo quéntico

A instabilidade da teoria classica

TN
/ \
i ‘\1
\ /
\ ]
AN j ,/
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As nocodes dos sentidos que a matematica contradiz

1 - O correr do tempo n3o depende da velocidade. O reldgio no comboio
anda ao mesmo ritmo que o da estacio.

2 - Todas as observdveis sdo compativeis. Faz sentido dizer que o
automdével de massa m passou no semaforo (posicdo x) com velocidade
exactamente v.

o Como vimos, a matemdtica mostra que exactamente o contrério
destas nogdes é que era de esperar num mundo normal. E quase toda
a tecnologia moderna se baseia nesses facto.

@ O que vai acontecer as outras noc¢des induzidas pelos sentidos?
3 - Tempo e espacgo sdo compativeis. Faz sentido dizer que estou aqui
(posicdo exactamente x) agora (tempo exactamente t).
4 - Os numeros reais definem as extensdes do espaco e do tempo.

e O futuro o dir4.

@ Mas o que é a matematica ja nos diz?
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3. O espaco-tempo ndo comutativo

A algebra de Poincaré-Heisenberg (que contém a relatividade e a
mecanica quantica)

MUY MPT] = M” VP MVPHT — MVT e — NHP VT
(M, MP7] i( + My 1 n"’)
[MPv pM = i(pryt = pYt)

[MF, XM = /(X’*n X”ﬂ’“)

[pV,XV] = val

[x#, x"] =0

", pY] =0

N3ao é estavel.
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3. O espago-tempo ndo comutativo (uma estabilizacdo de

Poincaré-Heisenberg)

[MI/‘V’ MP‘T] = ,'(/\/II/‘UWVP —+ MVPUIW — MV‘T;ﬂ‘P — MP‘PUVU)
[MVV, pA] — i(pﬂﬂW\ _ pvﬂy)\)

M Y] = G = X

[P x"] = s

[xH, xV] = —iel? MW

[,DV, pv] — _I-€/4)2M;w

[xH, 3] = ielpt

p", 3] = i gt

M, 3] = 0
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3. O espaco-tempo ndo comutativo

Muitas consequéncias. Tempo ou espac¢o quantizados, desvios de ¢ para
trens de onda, extensdo da algebra exterior, etc. Ver por exemplo:

- Quantum mechanics and non-commutative space-time, Phys. Lett. A
210 (1996) 232-240

- Geometry, stochastic calculus and quantum fields in a non-commutative
space-time, J. Math. Phys. 41 (2000) 156-186.

- Non-commutative space-time and the uncertainty principle, Phys. Lett.
A 290 (2001) 109-114

- Some consequences of a noncommutative space-time structure, Eur.
Phys. J. C 42 (2005) 445-452

- The deformation-stability fundamental length and deviations from c,
Phys. Lett. A 376 (2012) 1823-1826.

- A laboratory scale fundamental time?, Eur. Phys. J. C 72 (2012) 2239
- An extended Dirac equation in noncommutative space-time, Mod. Phys.
Lett. A 31 (2016) 1650089

- The geometry of noncommutative spacetime, Int. J. Th. Phys. 56
(2017) 259-269
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4. O espaco-tempo e as algebras de divisdo

Para caracterizar quantitativamente as extensdes no espaco-tempo é
natural exigir as seguintes propriedades ao conjunto numérico A:

-aabeA—a+bc A Soma
-abe A= axbec A Multiplicacao
-axx=x%a=1, etc. Divisao

Isto é, necessitamos do que se chama uma "algebra de divisdo".

E que algebras de divisdo existem ?

- Os reais

- Os complexos

- Os quaternides

- Os octoniGes

E porqué pensar que devemos usar os reais? E porque é que 0s nossos
sentidos nos conduzem nesse sentido? E quais as consequéncias se assim
ndo for?

Aqui também a Matemadtica nos pode dar algumas pistas.

Questoes para o futuro!
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Conclusdes

@ Em conclusdo: no que respeita a extensdo da percepcdo e dos
sentidos, a Matemdtica é uma droga poderosa.
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Conclusdes

@ Em conclusdo: no que respeita a extensdo da percepcdo e dos
sentidos, a Matemdtica é uma droga poderosa.

@ E ainda ndo estd proibida!
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Galileu e o livro da Natureza

La filosofia & scritta in questo
grandissimo libro, che
continuamente ci sta aperto
innanzi agli occhi (io dico
I'Universo), ma non si pud
intendere, se prima non il
sapere a intender la lingua, e
conoscer i caratteri ne quali &
scritto. Egli & scritto in lingua
matematica, e i caratteri son
triangoli, cerchi ed altre figure
geometriche, senza i quali
mezzi & impossibile intenderne
umanamente parola; senza
questi & un aggirarsi
vanamente per un oscuro
labirinto.
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Galileu e o livro da Natureza

E talvez menos conhecido que
o ensaio em que Galileu faz
esta afirmacdo magnifica
defende alguns pontos de vista
errados sobre a natureza dos
u.l.d\.iul\.'\- LG LMY :l:\
cometas. Isto apenas mostra z g ?z?"“m
“n . { ke ., |_.'\-n."||_,JI
que a Ciéncia se faz de e =ae
avangos e recuos, erros e
progressos. A Ciéncia assim
como todas as outras
actividades humanas.

@
ComEiace 3 alqagi:
s kL erlzaax
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